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Vorwort

Als Arbeitshilfe zum Lehrbuch ,Technische Mechanik - Technical Mechanics®
(Teubner Verlag, http://home.t-online.de/home/froehling) und der erg nzenden
Aufgabensammlung soll an einigen detailliert ausgearbeiteten Beispielen gezeigt
werden, wie das von den Autoren intensiv verwendete leistungsf hige und bedi-
enfreundliche Datenanalyseprogramm pro Fit der Firma QuantumSoft
(www.quansoft.com) bei der L sung von Aufgaben der Mechanik und der Geome-
trie verwendet werden kann. Wir haben uns bem ht, durch m glichst1 ckenlose
Darstellung nachvollziehbar zu vermitteln, wie die Umsetzung der im theoreti-
schen Modell erzeugten Gleichungen in das entsprechende Programm zu deren
L sung erfolgt, und wie man anschliefend eine graphische Veranschaulichung
der Ergebnisse erzeugen kann.

Getestet wurden die Programme mit pro Fit 5.5. F r Kommentare, Anregungen,
Fragen und Kritik erreichen Sie uns unter folgenden Adressen:

sgfrd.kessel@t-online.de
sk@mech.mb.uni-dortmund.de

dirk.froehling@epost.de

Dortmund, im M rz 2003



Flachenmomente 2. Ordnung 1

Ein Dreieck in der yz-Ebene, bei dem ein Eckpunkt im Nullpunkt des kartesi-
schen Koordinatensystems liegt, ist durch die beiden Koordinatenpaare (1):

Uy z;) und (2): (y,,z,) geometrisch bestimmt.
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Wir ordnen diesem Dreieck ein rechtwinkliges, gleichschenkliges Musterdreieck
in der £n-Ebene zu, bei dem der Dreieckspunkt (1) die Koordinaten (1, 0) und
der Dreieckspunkt (2) die Koordinaten (0, 1) hat. Mit der linearen Abbildung

Y =uE+yon, z= 278 +2y1
wird dann jedem Punkt des Musterdreiecks ein Punkt des Dreiecks in der yz-E-

bene zugeordnet. Insbesondere gilt

&=0,n=0) -  @»=0, 2=0),
(& =1, n=0) - (Q = g1,2= 21)’
E=0n=1 S G=0yr=2,).

Das Linienelement d& wird abgebildet in den Vektor

. or aya Z

0z .
dr5 aédg—(ag y+a—gez)d§ (yleg+zle2)d§

und das Linienelement dn in den Vektor
. or dy . 0z _

drn = %dn (an ey + —e )dn (yzeg + zzei)dn.

Diese beiden Vektoren spannen in der yz-Ebene ein Fl chenelement auf mit dem
Fl cheninhalt
dA=e, -(dF5 x dr)) = (Y2, — Ypz,)dédn = Ddédn.

D:=y,z, — Y,2,.

Mit dieser Formel wird die Abbildung des Fl chenelementes dédn in der &n—-Ebe-

ne auf das entsprechende F1 chenelement in der yz —Ebene beschrieben.
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Die Fl che A des Dreiecks in der yz- Ebene wird durch Integration ber das
Musterdreieck in der &n- Ebene berechnet:

1
A=[da= J(Ian)d& DJ U-8dE= 5D =5 WGk~ o)
§=0 n=0 §=0

F r die Koordinate yg des F1 chenschwerpunktes S in der yz- Ebene gilt
N 1 ¢4
Yg = A J y dA.

Mit der Transformationsformel

Yy=uE+ysn

wird
[gda =D ¢ g, J (J Edn)dé + G, J (J ndn)d&}——D(yﬁyz)
£E=0 n=0 £E=0 n=0
und
1 . .
:_a(y1+y2)-
Analog ist

N 1 . .
Zg :g(z1 + Zy).

Die F1 chenmomente zweiter Ordnung des Dreiecks in der yz- Ebene
— | 52 — |2 —

Ig.—Jz dA, Ii.—Jy dA, Igi'_ —Jysz,

werden entsprechend berechnet:
= [ 2%dA = [[ (3 + 2,m?Ddédn,
1 18 1 1-£ 1 1-¢
1,=D{z° [ (| &ande+227, | ([ tnandé+2> [ ([ namasy,
§=0 1=0 £=0 n=0 £=0 n=0

L .2 ~s A2
Ig = 1o D(z” +2,29 + 257).
Analog gilt:
I .2 = ~ 2
12 = 12 Dy,” + Yy, + Yy ),

1 A 1 .. ~ o~ A
I..= —ED[ylz1 +5 (ylz2 + yzzl) + Yy Zo |-
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Mit Hilfe dieser fl chengeometrischen Gr 8en f r ein im Koordinatennullpunkt
angebundenes Dreieck k nnen nun der Fl cheninhalt, die Schwerpunktkoordi-
naten und die F1 chenmomente 2. Ordnung f r ein beliebiges Polygon berechnet
werden. Wir fassen jede Seite des Polygons als Seite eines Dreiecks auf, bei dem
ein Eckpunkt im Koordinatennullpunkt liegt. Die Eckpunkte des Polygons wer-
den im Gegenuhrzeigersinn numeriert und bei n Eckpunkten erh It der erste zu-
s tzlich noch die Nummer n+1, weil sich dann die Summenformeln einfacher

schreiben lassen.

Im dargestellten F nfeck haben die Dreiecke (0,(1),(2)), (0,(2),(3)), (0,(3),(4)) und
(0,(4),(5)) einen positiven Fl cheninhalt und das Dreieck (0,(5),(1)) = (0,(5),(6)) ei-
nen negativen. Deshalb ergibt die Addition aller oben berechneten fl chengeomet-
rischen Gr Ben f r die einzelnen Dreiecke die entsprechenden Gr f3en f r das

Polygon.

Hat das Polygon n Eckpunkte, so gilt f r den Fl1 cheninhalt
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und f r die F1 chenmomente 2. Ordnung
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Die abgeleiteten Formeln k nnen auch bei Polygonen mit L chern verwendet wer-
den, wenn man zwischen jedem Loch und dem Auf3enrand gerade Schnitte f hrt,
die jeweils einen Eckpunkt des Aufenrandes mit einem Eckpunkt des betreffen-
den Innenrandes verbinden. Dadurch wird das Polygon einfach zusammenh n-
gend. Die Eckpunkte auf dem Auflenrand m ssen dann im Gegenuhrzeigersinn
numeriert werden und die Eckpunkte auf jedem Innenrand im Uhrzeigersinn.
Jede Schnittgerade wird zweimal gegensinnig durchlaufen.

Bei dem dargestellten Polygon mit zwei L chern haben die Eckpunktpaare
((2),(8)), ((3),(7)), ((14),(1)) und ((15),(19)) jeweils gleiche Koordinaten.

Wir definieren nun im Schwerpunkt S ein zu den yz- Achsen paralleles Koordi-

natensystem. In diesem Koordinatensystem gilt f r die F1 chenmomente 2. Ord-
nung (STEINERscher Satz)
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I.=1.-Az>,

~ 2
I, =1 - Ayg”,
Igi = Igi + AYgZg.

Die Orientierung des yz- Hauptachsensystem des Querschnitts und die Haupt-

tr gheitsmomente k nnen mit diesen Werten berechnet werden.

Mit dem Datenbearbeitungsprogramm ,pro Fit*“ 1 8t sich die Berechnung der 1l -
chengeometrischen Gr f8en eines Balkenquerschnitts leicht ausf hren. Das ent-
sprechende Programm kann wie folgt aussehen:

program Flaemo20rd;

{

Mit diesem Programm werden fiir die Querschnittsflaeche eines Balkens, die in
Dreiecksflaechen mit einer Ecke im Nullpunkt aufgeteilt werden muss, der Fla-
cheninhalt, der Schwerpunkt und die Momente 2. Ordnung berechnet.

In einer 10-spaltigen Datentabelle 'Querschnitt.dat' miissen vor Aufruf des Pro-
gramms eingegeben werden:

Die Zahl NRd der Polygon-Randelemente im Datenfeld [1,5],

die Koordinaten der Polygon-Eckpunkte in den Spalten 1 und 2,

die Randpunktfolge in den Randelementen in den Spalten 3 und 4, wobei
auf dem Aussenrand im Gegenuhrzeigersinn, auf den Innenrdndern im
Uhrzeigersinn vorzugehen ist.

Die Ergebnisse werden in den Spalten 6 bis 10 von 'Querschnitt.dat' abgelegt:
Querschnittsflache:
A in [1,6]
Schwerpunktskoordinaten:
yS in [2,6]1, 2S in [2,7]
Flachenmomente 2. Ordnung bezogen auf S:
IyyS in [3,6], IzzS in [3,7], IyzS in [3,8]
Winkel der Hauptachse 1 mit der y-Achse:
alfagrad in [4,6]
Hauptflachenmomente bezogen auf S:
1Sl in [5,6], IS2 in [5,7]

Flir die graphische Darstellung des Querschnitts und der Hauptachsen

mit Hilfe des Befehls PlotData stehen in den Spalten 9 und 10 zus&dtzlich
die Koordinatenpaare von je einem Punkt auf den Hauptachsen und dem
Schwerpunkt zur Verfiigung.

}

var
i,NRd:Integer;
vl,y2,z1,z2,A,h,yS,2S,yP,2zP,yQ,zQ0:extended;
Iyy,Izz,Iyz,Iyys,Izzs,Iyzs,alf,Iy,Iz,hl,h2,L,s2a,c2a,sa,ca: extended;
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procedure Dreieckskoordinaten(i:integer);
var kl,k2:integer;
begin

kl:=data[i,3];

k2:=data[i,4];

yl:=datal[kl,1];

zl:=datal[kl,2];

y2:=datal[k2,1];

z2:=datal[k2,2];

end;
begin
OpenData('?');
NRd:=data[l,5]; {Zahl der Randabschnitte}

{Flaechenberechnung}

A:=0;
for i:=1 to NRd do
begin
Dreieckskoordinaten(i);
A:=A+0.5*%(yl*z2-y2*z1);
end;
data[l,6]:=A; {Fldche des Querschnitts}

{Schwerpunkt- und Flachenmomentberechnung bezogen auf die Ausgangsachsen}

yS:=0;
zS:=0;
Iyy:=0;
Izz:=0;
Iyz:=0;
for i:=1 to NRd do
begin
Dreieckskoordinaten(i);
h:=(yl*z2-z1*y2);
yS:=yS+h* (yl+y2)/(6*Rn);
zS:=2zS+h* (21+22)/(6*A);
Iyy:=Iyy+h*(zl*zl+z1%224+22%22)/12;
Izz:=Izz+h*(yl*yl+yl*y2+y2+*y2)/12;
Iyz:=Iyz-h*(yl*zl+0.5%(yl*z2+z1*y2)+y2*22)/12;
end;

datal[2,6]:=yS;
data[2,7]:=2S;

{Flachenmomente im parallelen Schwerpunkachsenesystem mit dem STEINERschen Satz}
Iyys:=Iyy-A*zS*zS;
Izzs:=Izz-A*yS*yS;
Iyzs:=Iyz+A*yS*zS;

data[3,6]:=Iyys;
data[3,7]:=Izzs;
data[3,8]:=Iyzs;

{Hauptachsentransformation}
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hl:=0.5*%(Iyys+Izzs);
h2:=0.5*%(Iyys-Izzs);
alf:=0.5*arctan(Iyzs/h2);
sa:=sin(alf);
ca:=cos(alf);
s2a:=sin(2*alf);
c2a:=cos(2*alf);
Iy:=hl+h2*c2a+Iyzs*s2a;
Iz:=hl-h2*c2a-Iyzs*s2a;

data[4,6]:=alf*180/pi;
data[5,6]:=Iy;
data[5,7]:=Iz;

{Punkte auf dem Hauptachsensystem}
L:=sqgrt(yS*yS+zS*zS);
yP:=yS-L*sa;
zP:=zS+L*ca;
yQ:=yS+L*ca;
zQ:=2zS+L*sa;

datal[l,9]:=yP;
data[l,10]:=zP;
datal[2,9]:=yS;
data[2,10]:=zS;
data[3,9]:=y0;
data[3,10]:=20Q;

CloseWindow;
end;

Beispiel 1 (Querschnitt ohne Loch):

Datentabelle vor der Ausf hrung des Programms:

Spalten 1 bis 5:
yi zi P2 P3  NRd
2.00000 2.00000
6.00000 2.00000
6.00000 3.00000
3.00000 3.00000
3.00000 5.00000
4.00000 5.00000
4.00000 6.00000
2.00000 6.00000 8 1

Ergebnisse in den Spalten 6 bis 10 der Datentabelle nach Ausf hrung des Pro-

N O Ok W N
0 N O Ok Wi

gramms:
Column 6 Column 7 Column 8 Column 9 Column 10
8.00000 0.61635 7.73853
3.37500 3.62500 3.37500 3.62500
13.54167 9.54167 4.87500 7.48853 6.38365
33.84690

16.81098 6.27236
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Ergebnisse:
A=8.0cm?,
Ys=3.375cm, z5=3.625cm,
_ 4 _ 4 _
I, =16.81lecm*, I, =6.272cm®* o=33.85°
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Beispiel 2 (Querschnitt mit Loch):

Datentabelle vor der Ausf hrung des Programms:

yi
1.00000
9.00000
9.00000
1.00000
2.00000
8.00000
8.00000
5.00000
2.00000

Zi P2
1.00000
1.00000
9.00000
9.00000
2.00000
2.00000
5.00000
8.00000
8.00000

O OO N 00 © O = b W N =~

P3 NRd
2 11
3

4

1

5

9

8

7

6

5

1

Ergebnisse in den Spalten 6 bis 10 der Datentabelle nach Ausf hrung des Pro-

gramms:

Column 6
32.50000
5.27692
251.09103
45.00000
236.70833

10

Column 7 Column 8

5.27692
251.09103 -14.38269

265.47372

Column 9 Column 10
3.01981e-14 10.55385
5.27692 5.27692

10.55385 10.55385
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10

Ergebnisse:
A=32.5cm?,
Ys=5.277cm, zg=5.277cm,
_ 4 _ 4 _
I, =236.7lcm*, I, =26547cm*, «=45°



Kugelflachengeometrie 1

Wir verwenden ein von den blichen Kugelkoordinaten abweichendes Koordina-
tensystem, das auf den quator in der xy-Ebene bezogen ist. Auf den Meridianen
orientieren wir uns mit dem Winkel ¢, auf den Breitenkreisen mit dem Winkel ¢:

S dpol: ¥=-7/2,

quator: =0, 0<o¢p<2n.

Nordpol: 9= n/2.

Der Ortsvektor eines Kugelfl chenpunktes P lautet dann:
cos ¥} cos @
r=Rep = R|cos¥sing |.
sind}

Durch zwei Punkte auf der Kugelfl che ist ein Grof3kreis bestimmt, dessen Mittel-
punkt im Kugelmittelpunkt liegt. Die beiden Ortsvektoren

cos U cos @ cos ¥, cos @,
ReP1 = R|cosd; sing, |, ReP2 = R| cosV, sing, |,
sin ), sin ¥,

liegen in der Kreisebene und bilden miteinander den Winkel o , wobei
cos ¥, cos @, | |cos 1, cos @,
cos o :eP1 -eP2 =| cost); sing, |-| cos ty singy |,

sin 191 sin 192

Cos O =Cos ) COs P, Cos Vy COS P, + COs T, sin @, cosV, sin@, + sin B, sin BV,
Cos O = cos ¥ cos W, COS(Py — @) + sin Y; sin B,

ist. Die Entfernung der beiden Punkte auf dem Grof3kreis ist
Sk = R
Wenn insbesondere die beiden Punkte auf einem Breitenkreis 8, = 9, = 9, liegen,
wird
cosQ = 0052190 cos(Qy — @) + sin’ ¥y.
Die Entfernung der beiden Punkte 1 ngs des Breitenkreises ist
Sigk) = @9 — ¢;) Rcos Y-
Fr ¢,=45° ¢,-¢ =90° wird
o = arccos(1/2) = 1.047,
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Sck) = LO47R,
T 2
S(BK) :ERT: 1.111R.

Die k rzeste Verbindung von zwei Punkten auf der Kugeloberfl che liegt auf dem
Grof3kreis, den die beiden Kugelfl chenpunkte definieren. Die Grof3kreise sind die
geod tischen Linien der Kugelfl che.

Hat die Ebene eines Grof3kreises den Normalenvektor

ny

e +nZeZ: n

n(GK):nxex+ny Y y P

n,

so mufl die Ortsvektoren zu den Punkten des Grof3kreises

cos ¥} cos @
r = R|cos?sing

sin?}
die Orthogonalit tsbedingung

cos}cosQ | | n

sin ¥ n,

erf llen. Daraus ergibt sich eine Beziehung zwischen den Winkeln ¢ und ¢:

n, cosvcos@+n, cos¥sin@+n,sind = 0,

y
n cosg + n, sin @
tan¥ = — ,

n
z

n,cosg+n, sin @

¥(@) = arctan(— — ), (-7)2 < ¥ <72)

Damit lautet die Parameterdarstellung des geneigten Grof3kreises mit der Kreis-
ebenennormalen n,
cos @) cos @
F(GK)(go) = R| cos@)sing |.
sin ()

Die Tangentenvektoren an den Grof3kreis lauten
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—sin (@) cos @ —sin @
- dr (¢) : : dd(g)
t(@)=——=R{| —sint(@)sinp |———— + cos } @) cos 1,
Q do Q ® do ¢ Q
cos }(p) 0
- - dv . -
t@) = R{e, (19(g0),(p)d—((;0) + 51n19((p)e¢((p)}.
dd(@) n (n sing-— n, cos )
de nz2 +(n cosp + n, sin (p)2 '

Um den Grof3kreis durch zwei Punkte P;:(d,¢,) und P,:(d,,¢,) auf der Kugelfl -

che zu beschreiben, setzen wir
cos 9, cos @, cos ¥, COS @,

n= eP1 X eP2 = | cosV; sin@, | X | cost, sing, |,

sin ), sin
n, cos ¥, sin @, sin¥, — cos ¥, sin @, sin T
n, |=|cos ¥, cos @y sin?); — cos B cos @, sindy, |
n, cos ¥, cos U, sin(@, — @)
cos () cos @
n_cosg+n_sing@
X y - .
(@) = arctan( -~ ), r(GK)(go) = R| cos} @) sing |.
z
sin ()
Im folgenden Bild sind die Punkte
P:(p = 0°,9 = 40°), P,:(p = 40°,9 = -30°),

der entsprechende Grof3kreis (gepunktet), die Meridiane
(¢ =0°).(p =90%).(p =180°).(¢p = 270%)
und der quator
® =0
dargestellt.
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Bei einem Kugeldreieck mit den

Punktkoordinaten
Eckpunkt 1: phi=-100.0 theta=40.0
Eckpunkt 2: phi=-110.0 theta=-30.0
Eckpunkt 3: phi=-20.0 theta=10.0

erhalten wir die
Punktabst nde f r den Einheitsradius

Dreiecksseite 1 (P1 - P2) = 1.23
Dreiecksseite 2 (P2 - P3) = 1.66
Dreiecksseite 3 (P3 - P1) = 1.33

die
Eckenwinkel in Grad
Eckenwinkel 1 (P1) = 100.54

Eckenwinkel 2 (P2) = 73.21
Eckenwinkel 3 (P3) = 68.58
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und die

Summe der Eckenwinkel im Dreieck

242.33

F r die Auswertung und graphische Darstellung der obigen Beispiele wurden die
folgenden Programme geschrieben:

program GrossBreitkreise;

{

Das Programm berechnet die Koordinaten des GroBkreises und des Breitenkreises
durch zwei Punkte auf einem Breitenkreis der Kugelfldche und erzeugt die Daten
fliir eine Projektionsdarstellung. Die thetakoordinaten sind auf den Aquator bezo-
gen:

Siidhalbkugel: -90<t<0, Nordhalb,zeilekugel: 0<t<90

}

var i,j,N,Zeile:integer;
bm,fip,tetp,figes,dfi,fi,tet,cf,sf,sfp,cfp,stp,ctp,hl,h2:extended;
£fil,fi2,tetl,tet2,sfl,sf2,cfl,cf2,stl,st2,ctl,ct2,sf2l:extended;
nx,ny,nz,xGk,yGk, zGk, xB,yB:extended;

procedure Abbildung(xO,y0,z0:extended; var xB,yB:extended);
{

Abbildung eines Raumpunktes in die Bildebene

}
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var
fip,tetp,sfp,cfp,stp,ctp:extended;
begin
fip:=21.34*pi/180;
tetp:=70.0*pi/180;
sfp:=sin(fip);
cfp:=cos(fip);
stp:=sin(tetp);
ctp:=cos(tetp);
xB:=x0*cfp+yO*sfp;
yB:=-xO0*sfp*ctp+yO*cfp*ctp+z0*stp;
end;
begin
N:=200;
bm:=pi/180;

figes:=2*pi;
dfi:=figes/N;

{Eingabe der Flachenpunkte in den Koordinaten phi und theta in Grad}
fil:=bm*(-80); tetl:=bm*(40);
fi2:=bm*(0); tet2:=bm* (40);

{Berechnung der hdufigen Sinus- und Cosinuswerte}
sfp:=sin(fip); cfp:=cos(fip);
stp:=sin(tetp); ctp:=cos(tetp);

sfl:=sin(fil); cfl:=cos(fil);
stl:=sin(tetl); ctl:=cos(tetl);
sf2:=sin(fi2); cf2:=cos(fi2);
st2:=sin(tet2); ct2:=cos(tet2);

sf2l:=sin(fi2-fil);
{Berechnung des Normalenvektors auf den Grosskreisfl&che}

nx:=ctl*sfl*st2-ct2*sf2*stl;
ny:=ct2*cf2*stl-ctl*cfl*st2;
nz:=ctl*ct2*sf2l;

NewDataWindow(nrRows N+1,nrCols 20, name 'Grosskreispunkte');

for i:=0 to N do
begin
zeile:=i+1;
fis=i*dfi;
cf:=cos(fi);
sf:=sin(fi);

{Grosskreis durch die beiden Punkte}
hl:=nx*cf+ny*sf;
tet:=arctan(-hl/nz);
XGk:=cos(tet)*cf;
yGk:=cos(tet)*sf;
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zGk:=sin(tet);
Abbildung(xGk,yGk, zGk,xB,yB);
data[zeile, 1]:=xB;
data[zeile,2]:=yB;

{Grosskreis Aquator}
Abbildung(cf,sf,0,xB,yB);
data[zeile,3]:=xB;
data[zeile,4]:=yB;

{Breitenkreis durch die beiden Punkte}
xGk:=ctl*cf;
yGk:=ctl*sf;
zGk:=stl;
Abbildung(xGk,yGk, zGk,xB,yB);
data[zeile,5]:=xB;
data[zeile, 6]:=yB;

{

Grosskreis in der yz-Ebene und dem projizierten Kugelrand in der

Bildebene

}
xGk:=0;
yGk:=cf;
zGk:=sf;
Abbildung(0,cf,sf,xB,yB);
data[zeile, 7]:=xB;
data[zeile,8]:=yB;
data[zeile,9]:=cf;
data[zeile, 10]:=sf;

end;

{
Bild-Koordinaten des Kugelmittelpunktes,

der Koordinatenachsenpunkte
und der beiden vorgegebenen Punkte auf der Kugelflédche
}

Abbildung(0,0,0,xB,yB);

data[l,11]:=xB;

data[l,12]:=yB;

Abbildung(1,0,0,xB,yB);
data[2,11]:=xB;
datal[2,12]:=yB;

Abbildung(0,1,0,xB,yB);
data[3,11]:=xB;
data[3,12]:=yB;

Abbildung(0,0,1,xB,yB);
data[4,11]:=xB;
datal[4,12]:=yB;

xGk:=ctl*cfl;

yGk:=ctl*sfl;

zGk:=stl;

Abbildung(xGk,yGk, zGk,xB,yB);
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data[5,11]:=xB;
data[5,12]:=yB;

xGk:=ct2*cf2;

yGk:=ct2*sf2;

zGk:=st2;

Abbildung(xGk,yGk, zGk,xB,yB) ;
data[6,11]:=xB;
data[6,12]:=yB;

CloseWindow;

end;
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program Kugeldreiecke;

Das Programm berechnet f r ein Kugeldreieck die Bogenl nge der Dreieckseiten,
die Innenwinkel und ihre Summe. Die Eckpunkte m ssen im Gegenuhrzeigersinn
eingegeben werden. Ausserdem werden die Bildkoordinaten der Grof3kreise

und Koordinatenpunkte in einer Datentabelle abgelegt, aus der anschlieSend

die Grafik erzeugt werden kann.

Die thetakoordinaten sind auf den quator bezogen:

S dhalbkugel: -90<t<0, Nordhalbkugel: 0<t<90

var i,j,N,zeile:integer;
fip,tetp.figes,dfi.fi,tet,cff,sff,sfp,cfp,stp,ctp,h1,h2:extended;
fil fi2,tetl,tet2,sf1,sf2,cf1,cf2,stl,st2,ctl,ct2,sf21:extended;
nx,ny,nz,xGk,yGk,zGk,xB,yB:extended;
bm,ekws:extended;
f,t,st,sf,cf,ct,bnv,bow,ekw:vector[3];
erv,nv,nev:matrix|[3];

procedure Abbildung(x0,y0,zO:extended; var xB,yB:extended);

Abbildung eines Raumpunktes in die Bildebene

}
var fip,tetp,sfp,cfp,stp,ctp:extended;

begin

fip:=21.34*pi/ 180;

tetp:=70.0*pi/ 180;

sfp:=sin(fip);

cfp:=cos(fip);

stp:=sin(tetp);

ctp:=cos(tetp);

xB:=xO*cfp+yO*sip;

yB:=-xO*sfp*ctp+yO*cfp*ctp+z0*stp;
end;

begin
bm:=pi/180;
N:=200;
figes:=2*pi;

{Eingabe der Dreieckspunkte in Kugelkoordinaten phi und theta in Grad}
fl1]:=bm*(-100);

t[1]:=bm*(40);
f2]:=bm*(-110);
t[2]: —bm (-30);
f13]:=bm*(-20);
t[3]: —bm (10);

{Berechnung der Sinus- und Cosinuswerte}
for i:=1 to 3 do

begin
sfli]:=sin(fli]);
stli]:=sin(t[i]);
cfli]l:=cos(fli]);
ctli]:=cos(t[i]);
end;

{Berechnung der radialen Einheitsvektoren zu den Dreieckspunkten}
for i:=1 to 3 do
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begin
erv(1,i]:=ct[i]*cfli];
erv[2,i]:=ct[i]*sfli];
erv[3,i]:=st[i];
end;

{
Berechnung der drei Normalenvektoren auf den Grosskreisfl chen
als Spaltenvektoren in einer 3x3-Matrix

nv[l,1]:=erv(2,1]*erv({3,2]-erv(3,11*erv(2,2];
nv[2,1]:=erv(3,1]*erv{1,2]-erv(1,1]*erv(3,2];
nv[3,1]:=erv(1,1]*erv(2,2]-erv(2,1]*erv(1,2];
nv[1,2]:=erv(2,2]*erv{3,3]-erv(3,2]*erv(2,3];
nv[2,2]:=erv(3,2]*erv{1,3]-erv[1,2]*erv(3,3];
nv[3,2]:=erv[1,2]*erv{2,3]-erv(2,2]*erv(1,3];
nv[1,3]:=erv(2,3]*erv{3,1]-erv(3,31*erv(2,1];
nv[2,3]:=erv(3,3]*erv{1,1]-erv[1,3]*erv(3,1];
nv[3,3]:=erv[1,3]*erv({2,1]-erv(2,31*erv(1,1];

{Berechnung der Betr ge der Normalenvektoren}
for i:=1 to 3 do

begin
bnv[i]:=0.0;
for j:=1 to 3 do
begin
bnvli]:=bnv{il+nv{j,i]*nv{j,il;
end;
bnvli]:=sqrt(bnv{il);
end;

{Berechnung der Normaleneinheitsvektoren}
for i:=1 to 3 do
for j:=1 to 3 do
nev(j,il:=nv{j,i]/ bnvli];

{Berechnung der Bogenwinkel zwischen den Eckpunkten}
for i:=1 to 3 do
bowli]:=0.0;
for i:=1 to 3 do
begin
bowl[1]:=bow][1]+ervli,1]*erv[i,2];
bow[2]:=bow[2]+ervl[i,2]*ervl[i,3];
bow[3]:=bow[3]+ervl[i,3]*erv(i,1];
end;
for i:=1 to 3 do
bowlil:=Re(arccos(bowli]));

{Berechnung der Eckenwinkel}
for i:=1 to 3 do
ekwli]:=0.0;
for i:=1 to 3 do
begin
ekw[1]:=ekw{1]+nevl[i,1]*nev|i,3];
ekw[2]:=ekw{2]+nev[i,1]*nev]i,2];
ekw[3]:=ekw{[3]+nev[i,2]*nev|i,3];
end;
for i:=1 to 3 do
ekwli]:=Re(pi-Arccos(ekwl(il));
ekws:=0.0;
for i:=1 to 3 do
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ekws:=ekws + ekwli];
ekws:=ekws*180.0/pi;

{Ergebnisausgabe}

writeln('Punktkoordinaten');

writeln;

writeln('Eckpunkt 1: phi=',fl1]*180/pi,'theta=",t[1]*180/pi);
writeln('Eckpunkt 2: phi=',fl2]*180/pi,'theta=",t[2]*180/pi);
writeln('Eckpunkt 3: phi=',fl3]*180/pi,'theta=",t[3]*180/pi);
writeln;

writeln('Punktabst nde f r Einheitsradius');
writeln;

writeln('Dreiecksseite 1 = ', bow[1]);
writeln('Dreiecksseite 2 = ', bow[2]);
writeln('Dreiecksseite 3 = ', bow[3]);

writeln;

writeln('Eckenwinkel');

writeln;

writeln('Eckenwinkel 1 = ',ekw[1]*180/pi);
writeln('Eckenwinkel 2 = ',ekw[2]*180/pi);
writeln('Eckenwinkel 3 = ',ekw[3]*180/pi);
writeln;

writeln('Summe der Eckenwinkel im Dreieck');
writeln;

writeln(ekws);

writeln;

NewDataWindow(nrRows N+1,nrCols 20, name 'Grosskreispunkte');
dfi:=figes/N;

for i:=0 to N do
begin
zeile:=i+1;
fi:=i*dfi;
cff:=cos(fi);
sff:=sin(fi);

{Grosskreise durch die jeweils beiden Punkte}
for j:=1 to 3 do
begin
h1l:=Re(nv[1,j))*cff+Re(nv{2,j])*sff;
tet:=arctan(-h1/Re(nv(3.j]));
xGKk:=cos(tet)*cff;
yGk:=cos(tet)*sff;
zGk:=sin(tet);
Abbildung(xGk,yGk,zGk,xB,yB);
datalzeile,2*j-1]:=xB;
datalzeile,2*j]:=yB;
end;

{Grosskreis quator}
Abbildung(cff,sff,0.0,xB,yB);
datalzeile,7]:=xB;
datalzeile,8]:=yB;

{Grosskreis in der xz-Ebene}
Abbildung(cff,0.0,sff,xB,yB);
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data[zeile,9]:=xB;
datalzeile,10]:=yB;

{Grosskreis in der yz-Ebene und projizierter Kugelrand in der Bildebene}
xGk:=0;
yGk:=cff;
zGk:=sff;

Abbildung(0.0,cff,sff,xB,yB);
datalzeile,11]:=xB;
datalzeile,12]:=yB;
datalzeile, 13]:=cfT;
datalzeile,14]:=sfT;

end;

{
Bild-Koordinaten des Kugelmittelpunktes,
der Koordinatenachsenpunkte
und der beiden vorgegebenen Punkte auf der Kugelfl che
¥
Abbildung(0.0,0.0,0.0,xB,yB);
datall,15]:=xB;
data[1,16]:=yB;
Abbildung(1.0,0.0,0.0,xB,yB);
datal2,15]:=xB;
datal2,16]:=yB;
Abbildung(0.0,1.0,0.0,xB,yB);
datal3,15]:=xB;
datal3,16]:=yB;
Abbildung(0.0,0.0,1.0,xB,yB);
datal4,15]:=xB;
datal4,16]:=yB;

for i:=1 to 3 do

begin
xGKk:=cos(t[i])*cos(flil);
yGk:=cos(t[i])*sin({li]);
zGk:=sin(t[i]);
Abbildung(xGk,yGk,zGk,xB,yB);
data[4+i,15]:=xB;
datal4+i,16]:=yB;

end;

CloseWindow;

end;

Die von den Programmen erzeugten Koordinatentabellen werden mit der Option
~plot Data“ im ,Draw“-Menu in entsprechende Kurven- und Punktbilder umge-
setzt. In der Bildebene m ssen vertikal und horizontal die gleichen Maf3st be ein-
gestellt werden.
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Eine Stange (L nge 2L, Masse m) wird in einem horizontal beweglichen Auflager
reibungsfrei gelenkig gest tzt. Die Horizontalbewegung des Auflagers wird ber
ein geschwindigkeitsproportionales D mpfungssystem (D mpfungskonstante d)
gebremst. Man berechne die Koordinaten x,(t) und ¢(t) zu den Anfangsbedin-
gungen

x,(0)=0, x,(0)=0, ¢0)=0,1, @O0)=0.

Schwerpunkt- und Momentensatz:
mig =-d x,,
myg = A, —mg, O4 =

O,0 = AyL sing —d x, L cos ¢;



Gedampfte Schwingung eines Systems mit zwei Freiheitsgraden

Kinematische Zwangsbedingungen:

Xy = X, — Lsing, Yy = cos o,

Xg =X, — Lcosg@, Yg = —Lsing ¢,

)'ész)'éA—LCOS(p([)+Lsin(p(p2, Qsz—Lsin(p(ﬁ—LCOS(p(pz.
Reaktionskraft:

Ay = mg — mL(¢ sin ¢ + (pZ cos ().

Bewegungsgleichungen:

%(p:{%—(psin(p—(pz cos<p}sin(p—%)‘cA cos @,
1 .2 . g . .9 . .
(§+sm Q)P = Tsm(p—(p sm(pcosq)—ﬁxA cos @,
. . .9 . __i.
X, —@Lcosp+@ Lsing = - X4
2._9 da _ %A
W= — =2Dawy, &= .
L a)oz sin @ — ¢ sin @ cos @ — 2Dw0$cos [0}
¢ (1/3) + st g '
éz épcosq)—(pz sin ¢ — 2D, é,
. d..) d(.) dr _ d.) ,
Wyt =7, at - dr di =0, e —wo(...),

Dimensionslose Bewegungsgleichungen:

sing — ¢’ % sing cos ¢ — 2DE cos @ _
1/3) + sin%g o

” _

"= ficosp—¢ 2 sinp — 2DE".

A Ay 1+ 6DE’ sin pcosp — 9% cos @

y ” : IZ
— - 1- _ , —
mg ¢ sme-¢- cosp mg 1+3 sinz(p
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Umwandlung in ein Differentialgleichungssystem 1. Ordnung:
Y= Y= ¢ Y= Y=

Yy =Y,

yzl = fii= sin(;) = y22 Sin(yl)co.s(zyl) — 2Dy, cos(y,) ,
(1/3) + sin”(y, )

Ys =Yy

y4, = Jicos(yy) — y22 sin(y,) — 2Dy, .
Programm f r ,ODE Module" im Datenbearbeitungsprogramm ,pro Fit“:

function derivs(t,yl,y2,y3,y4,dydtl,dydt2,dydt3,dydt4:extended);
{

Berechnung der Bewegung eines Pendels mit bewegtem und
geschwindigkeitsproportional gedampftem Lagerpunkt

}
var fi0,fip0,xa0,xap0,sl,cl,b,D,fl,f2:extended;

procedure Initialize;
begin
D:=0.2;
b:=1.0/3.0;
£i0:=0.1;
fip0:=0.0;
xa0:=0.0;
xap0:=0.0;
SetFunctionParam('',2,£1i0);
SetFunctionParam('',3,£ip0);
SetFunctionParam('',4,xa0);
SetFunctionParam('',5,xap0);
end;

{Beginn von derivs}

begin
sl:=sin(yl);
cl:=cos(yl);
fl:=(sl-2*D*yd*cl-y2*y2*sl*cl)/(b+sl*sl);
f2:=fl1l*cl-y2*y2*sl1-2*D*y4;

dydtl:=y2;
dydt2:=£f1;
dydt3:=y4;
dydt4d:=£f2;

SetFunctionParam('',6,dydtl);

SetFunctionParam('',7,dydt2);

SetFunctionParam('',8,dydt3);

SetFunctionParam('',9,dydt4);
end;
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In der von ,ODE Module” erzeugten Ergebnistabelle stehen die Daten f r die fol-
genden Diagramme zur Verf gung, die mit ,Plot Data“ im ,Draw“-Menu und den
dann einsetzbaren Werkzeugen bearbeitet wurden.

270°

¢

180°

90°
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XA/L

0 3 6 9 12 T 15

F 1 das folgende Diagramm wurde ,Data Transform” im Menu ,,Calc” benutzt, um
aus den tabellierten Funktionswerten ¢, ¢'und & die Funktionswerte

i _1+6D¢’sinpcosg - @’? cosg
mg 1+ 35in2(0

zu berechnen.

Ay/(mg)




Kinematik einer Koppelschwinge 1

Die Kurbel OA (L nge r) und die Schwinge BC (L nge R) sind ber die Koppel AC
(L nge L) miteinander verbunden. Man berechne f r 0 < ¢ < 27 die Winkel o(p)
und fB(¢) sowie die in der xy-Ebene durchlaufene Bahn eines Punktes P, der in

%
der Koppelebene den Ortsvektor AP = e, + 1e, besitzt.

Es sei
[b-(R-1n]<L<[b+(R-1)].

Kinematische Zwangsbedingungen:
rcosg+ Lcosa=b+ Rcosf3,
rsin @ + Lsin ¢ = Rsin 3.

Mit

==

=~
|
S

. r .
= p].’ f = pz,
wird
cosa —p, cos f = A - p, cose,
sino — p; sinf = —p, sing.
In der speziellen Lage ¢ = 0 wird a = o, = B, und aus
cosa, — pycosfy = A —p,,
sinot, — p,sinf3; =0

folgt
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Jl—(plsinﬁo)z —pcosfBy+py,—A=0. = By,

0 = arcsin(p; sin f3,).

Wir bilden nun die Ableitungen der kinematischen Zwangsbedingungen nach
dem Winkel ¢:

dp

—sinaﬂ+ sinfB—— = p, sin
d pl d(P - pz (P,

o
cosa—— — p, cos 3 = —p, COS P,

und erhalten daraus die beiden nichtlinearen Differentialgleichungen 1. Ordnung
f r die Funktionen a(¢p) und p(¢@):

do_  sin@—f) dap _ Py sin@ - @
do P2sin(B— do ~ p sn(B-a)°
Mit den Anfangsbedingungen
o(0) = o, BO) = B,
werden die beiden Differentialgleichungen ber dem Intervall O < ¢ < 27r nume-

risch integriert.

Der Punkt P in der Koppelebene hat in der raumfesten xy-Ebene den Ortsvektor
RN RN |:r Ccos @

%
OP = OA + AP =

, } Ee (o) +ne, (),
rsin @

N rcos@ +&cosa —nsina
OP = .

rsing + Esino + ncosa

Zahlenbeispiel:

Zun chst muf im Intervall O < 8 < n die Nullstelle der Funktion

J(B):= m—plcosﬁ+p2—l

bestimmt werden.
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function Koppel Nullstelle;
var rk,rg,L,b,rol,ro2,lam:extended;

begin

rk:=5.0;

rg:=11.0;

b:=19.0;

L:=16.0;

rol:=rg/L;

ro2:=rk/L;

lam:=b/L;

y:=sqrt(l-(rol*cos(x))"2)-rol*cos(x)+ro2-lam;
end;

0.5 -

B, =1.39828794 = 80,12°

Die L sungen des Differentialgleichungssystems zu den Anfangsbedingungen

o(0) = o, BO) = B,
erhalten wir mit dem folgenden Programm ber ,,ODE Module”

function derivs(t,yl,y2,dydtl,dydt2:extended);
{

Berechnung der Winkel von Koppel und Schwinge

}

var beta0O,alfal,rk,rg,L,b,rol,ro2,h:extended;

procedure Initialize;
begin
rk:=5.0;
rg:=11.0;
L:=16.0;
b:=19.0;
rol:=rg/L;
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end;

ro2:=rk/L;

{Startwinkel in der Anfangslage phi=0}
beta0:=1.39828794; {als Nullstelle aus dem Vorprogramm}
alfal0:=arcsin(rol*sin(betal));
SetFunctionParam('',2,alfa0);
SetFunctionParam('',3,betal);

{Beginn von derivs}
begin

end;

h:=ro2/sin(y2-yl);
dydtl:=h*sin(t-y2);
dydt2:=h*sin(t-yl)/rol;
SetFunctionParam('',4,dydtl);
SetFunctionParam('',5,dydt2);

Die Winkelwerte stehen nun tabellarisch zur Verf gung und sind im folgenden

Bild dargestellt.

2.0

1.5

2 3 4 5 6 )
phi alpha beta
0.00000 0.74408 1.39829
0.03100 0.72847 1.38301
0.15076 0.67013 1.33217
0.28076 0.61206 1.29301
0.41431 0.55974 1.27067

0.55381 0.51369 1.26568
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0.68235 0.47883 1.27582
0.80972 0.45087 1.29774
0.93998 0.42833 1.33026
1.07535 0.41058 1.37276
1.21756 0.39736 1.42483
1.36834 0.38864 1.48624
1.52990 0.38461 1.55694
1.70586 0.38582 1.63745
1.90408 0.39360 1.72986
2.15245 0.41242 1.84435
2.36671 0.43659 1.93873
2.58606 0.46899 2.02831
2.79848 0.50776 2.10602
3.01576 0.55483 2.17440
3.24851 0.61300 2.23351
3.51189 0.68703 2.28128
3.82470 0.78252 2.31054
4.15896 0.88637 2.30814
4.40786 0.95873 2.28310
4.62005 1.01252 2.24518
4.81142 1.05130 2.19688
5.00619 1.07770 2.13278
5.18342 1.08701 2.06028
5.34974 1.08024 1.97933
5.51188 1.05711 1.88846
5.68187 1.01411 1.78202
5.81806 0.96616 1.69098
5.94302 0.91299 1.60604
6.07107 0.85177 1.52140
6.18926 0.79197 1.44923
6.30435 0.73341 1.38777
6.42273 0.67542 1.33635
6.50000 0.63982 1.31012

Bahnkurve eines speziellen Punktes P

Die Koordinatenwerte werden mit ,Data Transform“ im Menu ,,Calc” aus den Win-
kelwerten berechnet und ergeben dann mit ,,Plot Data“ das folgende Bild.

21

20

19

18

17 +

16

15 \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30



Kurbelpendel 1

A o ]

a=q, PB=q,
F r die beiden homogenen starren Stangen (L,,my; Ly,m,) in der xy-Ebene stelle

man die Bewegungsgleichung auf. Man rechne dabei mit zwei Koordinaten und
ber cksichtige die Zwangsbedingung erst in den LAGRANGEschen Bewegungs-
gleichungen.

Zwangsbedingung:

S(q,,95)= L;sinq, — Ly sinq, —h =0.

Schwerpunktkoordinaten:

L, L .
XS1 = L2 CcoS q2 — 3 cosql, ys1 = 3 smql,
L, .
Ys, = h+ = Singy.
Potentielle Energie:
L L,

Epot :mlgySl +m2gyS2 =mg 5 sing, +m2g(h+7sinq2).

Kinetische Energie:

1 2 -2 -2
. . . Ll . . . Ll ;
Xs = —Lysingyqy +— sing g, Ys, =5 08919y
2

o .2 2 .2 .2 : - o

v, = f q,” +L,"sin"q,q," — L L, sing, sing, q, q,,
1 2 1 2
@sl = EmlLl R @C =5 msz s
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1 ) .92 ..
En :§(m11q1 +Myeqy” +2my 56,9, ),
1 2
my zgmlL ,
1
Myy = gmsz2 + mle2 sinzqz,

1 . .
m, =-— 5 m, L, L, sing, sing,,.
Bewegungsgleichungen:

d IE; _ 9Eyin + aEpot _lal =0 i=12.
aqi aqi aqi aqi ’ |

. . )
m G +m 4, +a; —ll =0,

aq,
; . )
MG +Myydy Tay _)“al =
%)
oE 0 0 0 0
ay = —22t 1 muq12+( My, 1 mzz)q22+
dq, 2 oJq aq, 2 aq, aq.,
oE om 1 am 1 am am
. ___bot 12 _ 2, 22 ;o 2
=g, "aq, 27, % T2 ag, U *Tag, Gl

Elimination des LAGRANGEschen Faktors A in den Bewegungsgleichungen ergibt
die Differentialgleichung:
by 1y +by1245 = ¢y,

) )
by A A

=my, —my, )
W TN g T
af o T 28q1 1aq,
mlzaq 228q

Aus der Zwangsbedingung
S(q,.95)=L;sinq, — Ly sinq, —h =0
folgt

S S

dq, 4t g, 2 =0

by 1G4y +bgyds = Cy,
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of
b21'__’

dq, e LS S o S
. .:ai 2 aqlz q aqzz ds 94,94, 49 -
22° aqz’

Aus dem gekoppelten Differentialgleichungssystem

by,G, +byy4, =c;,
by 16y D554, = Cy.
folgt schlief3lich
G = bCII;zz :Zzblloz , Gy = bcz:u:;lblz; _
11%2 ~P12P21 11722 7 P12P2,

Dieses System von Differentialgleichungen 2. Ordnung wird in ein System von
vier Differentialgleichungen 1. Ordnung berf hrt und dann mit dem folgenden
Programm durch ,ODE Module” gel st, so daf’ man zu einer tabellarischen Auf-
listung von Koordinaten und Koordinatengeschwindigkeiten gelangt, aus denen
sich beispielsweise die anschlieSenden Bilder erzeugen lassen.

function derivs(t,yl,y2,y3,y4,dydtl,dydt2,dydt3,dydt4 :extended);
{

Numerische Loesung der Bewegungsgleichungen

}

var
r1,.2,L.1,.2,h,ml1,m2,9,910,920,gqlp0,g2p0,w:extended;
sl,cl,s2,c2,f1,£f2,£f11,£22,£f12,Epl,Ep2:extended;
mll,m22,ml12,ml111,ml112,m221,m222,m121,ml22:extended;
aal,aa2,bll,b22,bl2,b21,ccl,cc2,det,qlpp,g2pp:extended;

procedure Initialize;

begin
Ll:=1.1; LL1:=L1*L1;
L2:=0.4; LL2:=L2*L2;
h:=0.8;
ml:=2.0; m2:=1.1;
g:=9.81;

ql0:=100*pi/180;

w:=(L1l*sin(gl0)-h)/L2;

g20:=arcsin(w);

glp0:=0; g2p0:=Ll*cos(ql0)*glp0/(L2*cos(q20));

SetFunctionParam('',2,ql0);

SetFunctionParam('',3,920);

SetFunctionParam('',4,qlp0);

SetFunctionParam('',5,92p0);
end;
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{Beginn von derivs}

begin
sl:=sin(yl); cl:=cos(yl);
s2:=sin(y2); c2:=cos(y2);

fl:=Ll*cl; £f2:=-L2*c2; fll:=-Ll*sl;

£22
Epl
mll
m22
ml2

:=L2*s2; £12:=0;

:=0.5*ml*g*L1l*cl; Ep2:=0.5*m2*g*L2*c2;
:=ml1*LL1/3.0;

:=m2*LL2/3.0+ml1*LL2*s2*s2;
:=-0.5*ml*L1*L2*sl1*s2;

mlll:=0; mll2:=0; m221:=0;
m222:=2.0*ml*LL2*s2*c2;
ml21:=-0.5*ml*L1*L2*cl*s2;
ml22:=-0.5*ml*L1*L2*sl*c2;

aal
aa2
bll
bl2
b21
b22
ccl
cc2

det:

:=Epl+0.5*ml111*y3*y3+(ml22-0.5*m221)*y4*y4+mll2*y3*y4;
:=Ep2+(ml21-0.5*ml112)*y3*y3+0.5*m222*y4*y4+m221*y3+*y4;
:=mll*£f2-ml12*£f1l;

:=ml2*£2-m22*£f1;

:=f1;

:=£f2;

:=aa2*fl-aal*f2;
:=—(£11*y3*y3+£22*yd*y4+2.0*f12*y3*y4d);
=bl1*b22-bl2*b21;

qlpp:=(ccl*b22-cc2*bl2)/det;
g2pp:=(cc2*bll-ccl*b21l)/det;

dydtl:=y3;
dydt2:=y4;
dydt3:=qlpp;
dydt4 :=q2pp;

SetFunctionParam
SetFunctionParam

', 6,dydtl);
', 7,dydt2) ;

(

(
SetFunctionParam('',8,dydt3);

("'/9,dydt4);

SetFunctionParam

end;

180°
135°

-135°
-180°
-2250

-270°



Kurbelpendel

Momentaufnahmen des Systems:
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